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les proves Matematiques

1.- Sabem que el vector (2,1, —1) és una solucié del sistema

axr +by+cz= a+c
br — y +bz=a—-b—c
cx — by + 2z = b

Calculeu el valor dels parametres a, b i c.

[2 punts]

Solucio

Si (2,1,—1) és soluci6 del sistema, s’ha de complir que

20+b—c= a-+c
2b—-1—-b=a—-b—c,,
2c—b—2 = b

que és un sistema d’equacions on a, b i ¢ son les variables. La seva soluci6 ésa=3,b=1, c = 2.

NoTA: A l'enunciat de la prova, per un error técnic, la tercera equacié del sistema ha sortit diferent:
cx—by+2x = b. No hi ha cap problema en solucionar-ho també d’aquesta forma. El resultat és, llavors,
a=-9/2,b=-1/21c=—5/2. Shan donat per correctes els dos possibles enunciats i solucions.

2.- La corba y = 22 i la recta y = k, amb k > 0, determinen una regié plana.
(a) Calculeu I’area d’aquesta regié en funcié del parametre k.

(b) Trobeu el valor de k perqué I’drea limitada sigui /6 u?.

[1 punt per cada apartat]

Solucioé

La grafica de la situacié descrita és

\

(a) Les abscisses dels punts d’intersecci6 entre la corba i la recta séon x = ++/k. Per tant, per a qualsevol
valor de k,

NG 31Vk
A:/ (k—x2)d:c:[ka:—x] :M.
—Vk 3 vk 3
4k'k

(b) Volem que = /6. Elevant al quadrat els dos membres d’aquesta equaci6 ens queda

16k3 3
— =6 k=,
9 T
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3.- Sigui A= 0

sl
| |
[~ Sl

SRV

(a) Qué significa que la matriu B sigui la inversa de A?

(b) Trobeu el valor del parametre p perqué la matriu inversa de A i la matriu transposada
de A coincideixin.

NotA: No aproximeu les arrels per valors amb decimals; treballeu amb els radicals.
[0,5 punts per lapartat a; 1,5 punts per apartat b|
Solucié

(a) La matriu B és la inversa de la matriu Asiisolsi A-B=11B-A=1,on I éslamatriu identitat
del mateix ordre que la matriu A (i B).

(b) Solucio 1

La forma més senzilla de resoldre el problema és realitzar el producte de la matriu A per la seva
transposada i igualar el resultat a la identitat.

rl 1 1 1 0
N B
A-AT=10 — = — = -
V3 V6 V3 V3 V3
1 1 1 2 1
RV IR B RV R/ /¢
- p 1
1 0 52 100
= 0 ] 1 01 =10 1 0].
P 2 001
Lz =
V2 2 Pty
Per tant, s’ha complir que p/v/2 —1/2 = 01 que p? +1/2 = 1. La solucié comuna a aquestes dues
) 3 1
equacions és p = — .
q p \/5

Solucié 2

Evidentment, la qiiestié es pot resoldre també trobant la matriu inversa de A i igualar el resultat a la
matriu A”. Com que

1 1 1
- % 0 -
Al = 1 _2£ _M i
A I
v2 2/ | p p/6+vV3 1

la igualacio A~' = AT dona lloc a vuit equacions. Una d’elles,

2

ens permet assegurar que p = 1/ V2. S’ha de comprovar que aquest valor fa que les altres equacions es
converteixin en identitats.
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Es clar que aquesta segona forma de resoldre la qiiestio és bastant més llarga i propensa a equivocacions.

4.- Es vol construir un canal que tingui com a seccié un trapezi isosceles de manera que
Pamplaria superior del canal sigui el doble de I’amplaria inferior i que els costats no
paral-lels siguin de 8 metres. Sota hi teniu un esquema de la seccié del canal.

(a) Trobeu el valor del segment assenyalat L de la grafica en funcié de la variable z
(amplada inferior del canal).

(b) Sabem que I’area d’un trapezi és igual a I’altura multiplicada per la semisuma de les
seves bases. Comproveu que, en aquest cas, ’area de la seccié és donada per

32256 — 22

Az) = 1

(¢) Calculeu el valor de x perqué I’area de la seccié del canal sigui maxima (no cal que
comproveu que és realment un maxim).

[0,5 punts per apartat a; 0,5 punts per I'apartat b; 1 punt per 'apartat |
Solucio

(a) Siguin by = x 1 by = 2x les dues bases del trapezi. Es compleix que L + by + L = by. Per tant,
L=xz/2.

(b) L’altura del trapezi, d’acord amb el teorema de Pitagores, compleix que h? + L? = 82. D’aqui se’'n

dedueix que
V256 — x2
h(zx) = —

Llavors, ’area és
b +bo 3z V256 —x2 32256 — 22

h:—- = R
2 2 2 4

tal com voliem.

(c) La derivada de la funci6 A(z) és
3(256 — 222)
— V256 — 22 + ——— (—27) | = ——Y—.
24/256 — 2 (—22) 44/256 — 22
Llavors, A'(xz) = 0 implica que z = /128 = 8/2.

També és possible treballar amb la funcié f(z) = 22(256 — 22), resultat d’haver elevat la funcié area
al quadrat i haver eliminar els factors constants.
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5.- Donats els punts P = (1,0,—1) i Q = (—1,2,3), trobeu un punt R de la recta r : a:T—i—i’) =
yTH = 2:13 que compleixi que el triangle de vértexs P, Q i R és isosceles, en qué PR i
QR sén els costats iguals del triangle.

[2 punts]

Solucié 1

El punt R de la recta és de la forma R = (=3 + 2\, —4 + 3\, 3 — \) (equacions paramétriques de la
recta). Volem que d(P, R) = d(Q, R).

d(P.R) = /(-3 +2\— D)2 4 (—4+ 33— 0)2+ (3 — A+ 1)2 = V14X? — 48X + 48;
dQ.R) = /(-3+ 20+ 1)2 4 (—4+3X—2)2 + (3— A —3)2 = VIANZ — 44X + 40.

Cal que 14\% — 48\ + 48 = 142 — 44\ + 40 . La soluci6 d’aquesta equacio és A = 2. El punt buscat és
R=(1,2,1).

Solucio 2

Busquem l’equaci6 del pla que passa pel punt mig del segment PQ amb vector caracteristic Pﬁ; tots
els punts d’aquest pla equidisten de P i Q. Després es busca la interseccié entre aquest pla i la recta r.

P
Punt mig: M = ;Q =(0,1,1).

Vector caracteristic: F@ =Q—P=(-2,2,4).
Equaci6 del pla: —2(x —0) +2(y—1)+4(z—1)=0=2+y+22+3=0.

Substituint 'expressié general dels punts de la recta r, R = (=3 4+ 2\, —4 4+ 3\, 3 — \) en 'equacio del
pla, obtenim que A = 2, igual que en I'apartat anterior.

També es pot acabar aquest segon procediment resolent el sistema d’equacions lineals format per dues
equacions obtingudes de la recta r i I’equacié del pla que hem trobat.

6.- La funcié f(x) és derivable i passa per ’origen de coordenades. La grafica de la funcié
derivada és la que veieu aqui dibuixada, essent f'(x) creixent als intervals (—oo,—3| i
2, +00).

y=7'

1
_ \ 2
1\/‘

(a) Trobeu I’equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f(r) en el punt d’abscissa
z=0.
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(b) Indiqueu les abscisses dels extrems relatius de la funcié f(x) i classifiqueu aquests
extrems.

[1 punt per cada apartat]

Solucio

(a) L’equaci6 de la recta tangent a la grafica de y = f(x) en el punt d’abscissa a és

y = fla)+ f'(a)(z — a).

De I'enunciat, sabem que f(0) = 0 (“passa per l'origen de coordenades”) i de la grafica en deduim que
f(0) = 1. Llavors, I’equaci6 de la recta buscada és y = 0+ 1(x — 0); és a dir, y = =.

(b) Com que la funci6 f(x) és derivable, els punts candidats a ser els seus extrems relatius tindran

la derivada igual a zero. D’acord amb el grafic, les abscisses d’aquests punts sén z; = —3, 2o = 11
I3 = 2.
e En 1 = —3 hi tenim un minim, ja que en ell la funcié derivada passa de ser negativa a ser positiva

(és a dir, la funcio f(z) passa de ser decreixent a ser creixent).

e En x5 = 1 hi ha un maxim. En efecte, la derivada passa de ser positiva (funci6 f(x) creixent) a ser
negativa (funcié f(x) decreixent).

e En x3 = 2 torna a haver un minim, per la mateixa radé que en x.



